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Notations

- N:={0,1,2,...} 'ensemble des naturels,

- (-N):={...,—-2,—1,0} 'ensemble des opposés des naturels,
- N*=N\{0} :={ne N /n#0},

— Z := NU (—N) I'ensemble des entiers,

— D I'ensemble des décimaux,

-Q:= {g / p € Z, q € N*} 'ensemble des rationnels,

— R I'ensemble des nombres réels,

— C I'ensemble des nombres complexes.

On suppose connues les propriétés élémentaires de cesbdesem
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Chapitre 1

Statistique descriptive

1.1 Introduction et vocabulaire

Avant d’entamer le sujet de ce chapitre, on pose la questivarge : Qu’'est-ce que la statistique ?
La statistique est une science qui se propose de décrireéderper, d'analyser et d’interpréter des phénomenes col-
lectifs susceptibles d'étre quantifiés.
Depuis I'Antiquité jusqu’au Moyen-Age, la statistique #@vsurtout pour objectif de recenser la population afin de
renseigner les Etats (méme racine que "statistique” : Staty.
Le vocabulaire employé en statistque en découle (popalatidividus...).
De nos jours, les états modernes possédent des organisargésde mesurer I'activité économique sous ses diffé-
rents aspects. Au Marac, c’est la délégation nationale dwtsstique et de planification
Depuis plusieurs décennies, la statistique a évolué : gliesaune ampleur considérable dans les secteurs publics
et privés qui possédent leurs propres services de staispqur mesurer, prévoir et prendre des décisions au bon
moment.
La démarche statistique commence toujours par une quegi®hon se pose. C'est a partir de cette question qu’est
élaborée I'enquéte.

1.2 Présentation de la statistique descriptive

Les statistiques descriptives permettent seulement,tét gas données, de dégager des pourcentages, de repré-
senter l'intensité d’'un caractére,..., sans réel questiorent.
La statistique mathématique permet d'estimer les par@n@mnoyenne, variance,...), de vérifier la validité des hypo
theses..., et ainsi de prévoir et de prendre des décisions.

Depuis les nouvelles techniques et la puissance des cedisacette partie des mathématiques a pris une grande
place. Géographie, médecine, sciences humaines, sciéosaemiques, linguistique, biologie, politique,... aucu
domaine qui ne soit épargné.

— En sociologie: la statistique permet une comparaison des pyramides dssdigdivers pays et prévisions

démographyques ; problémes d’emplois, départ en retraites

— Enmédecine: La statistique joue un réle de plus en plus imprtant. Lempgee études statistiques Bwrence

NIGHTINGALE , infirmiére anglaise durant la guerre de Crimée de 1854 a,J8&®6nirent d'identifier les
causes de mortalité des soldats et conduirent a 'amébardes conditions d’hygiene des hépitaux militaires
anglais.

L'idée de la statistique est de présenter des données plugsevaleurs sans trop déformer les informations :
d’'ou la recherche de parametres.

Dans le monde de l'industrie, les normes de qualité, la ftéldlune production, la bonne utilisation d’'une machine..
sont basées sur la statistique. 9
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Les prises de décision dans de nombreuses entreprisesagentd partir de traitement de données statistiques
analysées, interprétées, genéralisées... : études daénaralyse des risques, étude de stratégies. Il en est de mém
dans le monde politique.

La recherche de modélisation a dégagé un modéle que I'oomaedrés fréquemment : c’estlt@ normale. Sa
représentation est une courbe en cloche ou gaussienne

Cette loi s’est imposée dans de nombreux domaines : phygiysiologie, génétique, biologie, médecine...
Quel que soit 'examen médical effectué, on compare tosgjeatre cas a un cawrmal.
La taille des enfants, relevée dans les carnets de santéide e taux de choléstérol, le nombre de plaquettes, de
globules rouges,.... Et que dire de la normalité en météo !

1.3 Indicateurs de position

1.3.1 Vocabulaire

La statistique commence toujours par une problématiquest &@ partir de lajuestion que I'on se pose que
s’élabore I'enquéte et que I'on récolte les données.

L'ensemble sur lequel porte I'étude esplapulation. C’est I'ensemble auquel on fera référence : il doit done étr
délimité avec précision. Un élément de la population eshdividu .

Le caractére étudié est I'aspect que I'on observe sur lagidud. Ce caractere prend des valeurs différentes
suivant les individus. C’est taariabilité .

Pour un méme individu, cette variabilité peut dépendreialissnoment ou cette étude est effectuée. Il est donc
nécessaire de préciser les conditions de I'enquéte.

Lorsque la population est trop importante, I'étude esefaitr un ou plusieuréchantillonsde la population.
Pour étendre les résultats collectés a I'ensemble de ldatapy il est nécessaire que I'échantillon geiprésentatif
et non biaisé Une procédure fiable consiste a prendre un échantilloraipamrient au hasard dans la population
compléte.
Mais I'étre humain ne choisit pas vraiment au hasard : potgrobun échantillon de facon aléatoire, on utilise des
simulations. Le probleme est alors de prendre un échantillon de taiffesante.

Pour chaque valeur (ou modalité) du caractére, on comptentére d'individus ayant cette valeur : on obtient
les effectifs et en divisant par I'effectif total, on obtidafréquance de cette valeur.
Suivant les échantillons, la fréquence de cette valeut p&stoujours identique : c’est fluctuation d’échantillon-
nage Rien n'est sar!!
Pour le calcul des probabilités, les statisticiens ontléths intervalles de confiance(les fourchettes du langage
courant), avec des risques d’'erreur d&5Sou de 1%...
On ne peut appliquer ces formules que si I'échantillon eStail hasard dans la population.
Ainsi la fréquence d'une valeur d'un caractere sera donm@es dn intervalle, avec risque d’erreur conneiest
I'apport fondamental de la Statistique.

Exemple 1.3.10n pose la question de savoir si, pour un enfant, il y a un lieneesa taille et son poids, et si on peut
établir un critére de normalité.

L'enquéte va porter sur des enfants ; il faudra limiter la ptation a des enfants de méme age pour que l'on puisse
répondre a la question que I'on se pose.

Il est nécessaire d'étudier la taille et le poids de chaquiaen

Si la variabilité n’existait pas, tous les enfants auraiemctement le méme poids et la méme taille !

Si on observe un enfant alors qu’il vient d’étre malade, ortroavera pas le méme poids : suivant l'instant, il y a
aussi variabilité pour le mém individu.

1. Francis Galton(1822-1911) physiologiste anglais disait de la loi normale :"Je ne @®mien d'aussi impressionnant que la mer-
veilleuse forme de I'ordre cosmique exprimée par cette |@lle regne sereinement et avec retenue au milieu deddglle confusion.”



1.3. INDICATEURS DE POSITION 11

Il n'est pas possible de faire I'étude pour tous les enfah®chantillon ne sera pas représentatif si I'étude est
faite sur des enfants venant en consulation dans un centrel’'eafance maltraitée, ou si elle est faite dans un quar-
tier a population asiatique, plus petite en taille...

L’étude est faite sur 719 enfants de 6 a 6,5 ans, venant erultatisn pédiatrique dans un cHU pour I'entrée a
I'école primaire.

Pour prendre un échantillon non biaisé de 100 enfants, omdam numéro d’ordre a chaque enfant et on choisit 100
nombres au hasard entre 1 et 719. C’est ce qui a été réalisé daproblématique suivante :

Problématique : La collecte de données statistiques nécessite un tri. Qerdkres choisir ? Comment répartir la
population suivant les informations données ?

L'utilisation d'arbres, de tableaux et des commandes ddes tableurs peuvent étre tres utiles.

Une étude porte sur des enfants de 6 ans. On peut imaginei partte genre (masculin, féminin), puis par la
taille, puis par le poids.
Le travail suivant peut se faire sans l'utilisation d’'un lol(se partager le travail par dépouillement) ou avec les
commandes de tri sous EXCEL.

Genre Masculin Féminin

Taille [H04;110[

[104;110[ ‘ [110;115[ [115:120 ‘ [120;126[

[110;115[ [115;1200 ‘ 120126 ‘

Poids [15;19[ ‘ 9221 ‘ [22; 26] 1519 [ ‘ [19;22[ ‘ [22; 26] ‘
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Il arrive que, pour la lisibilité, on donne les résultats pelasse. Le graphique présente la distribution des fré-
guences des poids pour deux échantillons de 100 enfantd [ei7l9 enfants.

Ml Echantilion A

L B :chantillon B
04 L
0,35 [
03 |
0,25
0,2
015 [
01
0.05

[547[  [17,19[ (921 [21,23] [23251 5277 [27.29] [29ets]

FIGURE 1.1 — Cette figure représente I'histogramme de la fluctuatendeux échantillond et B.

1.3.2 Valeurs extrémes, étendue, et mode

Définition 1.3.1 1. La valeur maximale d'une série statistique est notég,,. et La valeur minimale d’une série
statistique est noté&,,,;,.

2. Ladistancel = X4 — Ximin S'appelle I'étenduede la population ou de la série statistique. L'étendue est un
indicateur de dispersion

3. Le mode ou la classe modale d’une série statistique esiéarla plus fréquente de cette série, c'est-a-dire la
valeur ayant le plus grand effectif. Le mode esindicateur de position.

1.3.3 Moyenne, médiane

Définition 1.3.2 1. Lamoyenne empiriqueexprime la valeur moyenne de I'échantillon :

p

n
ZX4: i—1 :n1x1+n2:1:2+...+np:1:p
v P
i=1

n
> m

i=1

X =

3=

p
oun; est I'effectif de typeX; etn = Z n; est la somme des effectifs. La moyennénelstateur de position.
=1
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2. Lamediane X, est la valeur qui partage I'échantillon, rangé dans I'ordogoissant X, Xo,..., X, (ou
décroissant), en deux parties égales :

2
X%+X%+1

2 bl

Xny1, Sinestimpait
M - .
sinon

La médianeX,; = M, est la valeur telle qué0% au moins de la population prend une valeur inférieure ou
égale X, = M, et50% au moins de la population prend une valeur supérieure ouetgd ,; = M.. La
médiane divise la population en son milieu. La médiane estdinateur de position.

Le mathématicien Francais, Gauss (1777-1855), a montr&'ggeautour de la moyenne que se répartissent des
mesures faites au cours d’'une expérience, de telle sortlagoenme des carrées des erreurs soit minimale.

Propriété 1.3.1 On considére une série statistique, -, ..., z,, On suppose que chaqug a une fréquencsd;.
Alors
1. La moyenn& de cette série s’écrit sous la forme :

n
T=Y fii
i—1

ol f; = =t est I'expression de la fréquence de type n; est I'effectif der;.
2. Siune série de valeurs a pour moyenng, alors la série de valeursz; + b a pour moyennex + b. (Ici on
parle de la linéarité de la moyenne)

3. Sion connait les moyenrneety de deux partielles d'une série, d'effectifset P, alors la moyenne de la série
est la moyenne des moyennes partiellet y, affectées des effectifé et P :
Nz + Py
N+ P

Z =

1.3.4 Quatrtiles, déciles

Définition 1.3.3 1. Lorsque les individus sont rangés dans l'ordre croissde® valeurs du caractére, legiar-
tiles, notés@); etQ3, séparent la population en 4 parties de méme effectif.
[Q1, Qs3] est I'intervalle interquartile. La distanc&s; — @), est I'écartinterquartile .

X-min at X_M=Me Q3 X-max

L
26% | 25% 26% | 26%

écart interquartile=Q3-Q1

2. Ladistancel = X,,.. — Xmin S'appelle I'étenduede la population ou de la série statistique.

3. Les déciles séparent la population en 10 parties de méeeti€fsoit10% de la population. On utilise souvent

le rapport 354129 qui donne une idée de la disparité.

Exemple 1.3.2Toujours en triant les individus, lorsque I'étendue desued est trés grande et la population trés
importante, on a la découpe en 10 parties de méme effectif.

La répartition des salaires est souvent donnée en décitesranches dea 0% des salariés.

Voici la répartition des femmes salariées selon le salaimewel (en Dirhams Dh) en 2010 :
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16670

— Le premier décile est 6449, cela signifie & des salariées ont un salaire inférieur6d49 Dh ;
— le neuvieme décile est 16670 Dh, cela signifie @ij@ ont un salaire inférieur a 16670 Dh, donc il resté%
de salariées qui ont un salaire supérieut @70 Dh.

— le décile 5 est la médianeb0% des salariés ont un salaire inférieur a 9279 Dh; on parle dlasa médian.
Dans cette répartition, on ne connait ni la valeur minimalgla valeur maximale.

1. Donner une signification au décile 7...

2. A-t-on toujours le méme écart, en Dirhams, entre deuXefconsécutifs ?

3. Le salaire moyen est de 10892 Dh, Ou se situe-t-il par rejpgax déciles ?...

i écile 9 __
4. Calculer le quotientzges = -
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1.3.5 Diagramme en boite ou BoxPlot

Définition 1.3.4 Pour représenter la répartition en quartiles d’'une sériatistique, on peut utiliser leiagramme
en boite : L’écrat interquartile est la longueur du rectaadla boite)

X_M=Me

y ;

1er quartile: Q1 3eme quartile: Q3

médiane

Exemple 1.3.3Létude du taux de réussite au BAC Sciences Maths-sectioané lés départements marocains a
permis d’'obtenir une répartition en 4 parties. On peut emefaine représentation sur un axe. Pour donner plus de
poids aux50% des départements situés dans l'intervalle interquarti@;, )s], on trace un rectangle, coupé au
niveau de la médiane.

Un tel diagramme est udiagramme en boite(ou «boite & moustaches»).

KX-min al I_F_Ie Q3 X-Tax

67,4 ras] [ E Ieos 89,5

1.4 Variance et écart-type

1.4.1 Définition

La médiane, les quartiles et les déciles ont permis de dammer'image” d’'une série statistique en séparant
la population par moitiés, par quarts et par dixiemes. llcegtendant souhaitable que la population soit de taille
suffisante !'! Les valeurs extrémes n’ont alors pas d'infleesur ces parametres.

Pour donner de I'importance aux valeurs extrémes et domewtre regard sur une série, on utilise la moyenne et
I'écart-type, tres utile pour de petites populations.
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Définition 1.4.1 1. Lavariance empirique exprime la valeur moyenne de I'échantillon :
n

1 _ 1 — _
V=o?==-Y (X;— X)’=-) X} - X"
n
=1

n -
i=1

2. L’écart-typeo est égal a la racine carrée de la variance = v/'V.

Exemple 1.4.1Massine et Chaimae comportent leurs notes aux tests de Matluyies de I'année

Massine: 5 7 11 14 8 15 4 4 4 -

Chaimae: 9 10 9 & 11 13 } rr 1

On vérifie que les deux amis ont la méme moyenne 10.
Cependent leurs notes ne sont pas réparties de la méme fatour ale la moyenne : Chaimae est plus "réguliére”,
plus proche de la moyenne a chaque test.
Pour chiffrer cette "régularité”, on calcule I'écart de clipie note a la moyenrneet on éléve cet écart au carré

Plus la note est éloignée de la moyenne, plus le carré dertérst grand : c’est le segment entre I'axe des
abscisses et la parabole.
On calcule la moyenne de ces carrées : cette moyenne estitgarde la série, et, pour revenir dans la méme unité
que les valeurs, on en prend la racine carrée : c’est I'édgpte.

— Pour Massine o% = 8 = 13,33 eto = /% = 3,65.

6 6
Les deux distributions ne donnent pas la méme impressiarr. IRgremiéere, la donnée de la moyenne et de

I'écart-type ne rend pas la dissymétrie. Le diagramme etelsst plus significatif.
Pour la seconde, la symétrie se retrouve la courbe et le diagne en boite.

— Pour Chaimae &2 = 18 = 2 66 eto = /18 = 1,63.

1.4.2 Interprétation de la courbe en cloche : Plage de normaé

On étudie un caractére sur une population trés nombreussqu® la distribution des individus est représentée
par un diagramme de forme symétrique autour de la moyenae de/moins en moins de valeurs lorsque I'on éloigne
de la moyenne, on parle deurbe en clocheou gaussienne
On considére une population formée par le poids de 500 enéantite 5 et 7 ans, de moyenmne= 20 et d’écart-type
o=3.

Il s'agit du cas de nombreux caractéres étudiés sur les megsa taille ou poids dans une tranche d’age donnée,
mesures pratiquées dans les analyses médicales,...,ussisaarépartition des notes a un concours ; dans le domaine
de la biologie, pour I'étude des espéces (le nombre de grdiaes un fruit de coquelicot, par exemple).

Le nombre d’industrie n’est pas de reste ! Nombre de véhsaubm utilisables dans une grande société de location de
voitures, contrdle de qualité a la sortie d’'une chaine ddymrtion, ou vérification d’'une machine a empaqueter....
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|

T
M X_m+e

X_r.;-e Xm X_rf1+e X m-e
Me Me

FIGURE 1.2 — A gauche la courbe et le diagramme en boite de Massindreit@ la courbe et le diagramme en boite
de Chaimae. Les deux courbes montrent que les notes somtgoiaales pour Chaimae que Massine.

=
o —
I
¥ I —

=

0L » 0 |
10 11 12 13 27 20 9 30

Propriété 1.4.1 Les courbes en cloche, ou gaussiennes, ont des caraaj@gstbien particulieres.
De part la symétrie de la courbeédianeet moyennesont confondues X = M, = p, le diagramme en boite est
aussi symetrigue, et les quartil€s etQ3 sont tels que :

Me_QIZQ?)_Me-

En pourcentage de la population, on a
(i) 68% sur l'intervalle [ — o, 1 + o],
(i) 95% sur l'intervalle [ — 20, u + 20],
(i) 99, 7% sur l'intervalle [ — 30, pu + 30].

On définit ainsi deplages de normalité:
1. 95% sur lintervalle[u — 20, 1 + 20],
2. 99% sur lintervalle[y — 30, it + 30].

Définition 1.4.2 On appelleintervalle de normalité ou plage de normalité, I'intervalle de tyjpe- ko, 1 + ko] avec
k € N* dans lequel on a une plage de normalitéd5%.
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1.4.3 Intervalle de confiance : Loi des grandes nombres

La clé de la réussite des sondages est la loi des grandesemn#don répéte un grand nombre de fois une méme
expérience, dans bien des cas la moyenne des résultatss&plidibrer et devenir, a long terme, prévisible.

1. Cas d’une piece bien équilibrée Par exemple, si on lance deux fois une piéce, méme si chéggia ta méme
chance d’apparaitre, il n'est pas rare que I'on obtienn fiee ou deux pile. Mais si on la lance 1000 fois, il
y a de grandes chances pour que la proportion de pile et dedétci peu pres la méme (en fait, il y a plus de
99 chances sur 100 pour que chacune de ces proportions sgitise entret7% et 53%.

2. Cas d'une piece mal équilibrée Supposons qu’on lance 1000 fois une piéce et qu'on observectte série
de lancers que la fréquence d’apparition de pile56%t .
Lors d’'une autre série de 1000 lancers, la fréquence d'djmrade pile ne sera pas a coup sOr égat®#.
Cependant, les statisticiens estiment qu’il36& de chances pour que cette fréquence soit comprise €itre
et63%.
Pour trouver cette fourchette en pourcentage, ils calcb{%nou n est le nombre d’expérience. lei,= 1000

100

et /1000

= 3, donc ils écrivent que la fourchette est
[60 — 3;60 + 3] = [57;63]

cet intervalle est appelétervalle de confianceau seuil d€5%. On voit que plus le nombre d'observations est
grand plus cette fourchette est étroite.

1.5 Tableaux croisés

Exemple 1.5.1Répartition d'un groupe de 40 éléves de BAC ayant un ordimgiersonnel ou non.
— Le tableau.1.6 donne les effectifs suivant la section SM, & SE, complétés par les marges en lignes et en
colonnes Ainsi, 6 éléves de SM ont un ordinateur personrééves de SE n’en ont pas, 10 éléves sont SVT ...
On eput établir le tableau.1.7 donnant leéquences par rapport a I'effectif total : chaque cellule est alors
divisée par la somme de toutes les cellules.

i) Les éléves de SM ayant un ordinateur représentafit du groupe d’éléves.
i) 5% des éléves sont des éléves de SVT ayant un ordinnateur.
i) 10% des éléves sont des éléves de SVT.

— En privilégiant I'un des deux caractéres étudiés, on atities tableaux suivants :
— Fréquences par rapport aux lignes chaque cellule est divisée par la somme des cellules d’@menigne.
Le tableau.1.8 donne la fréquence de la section selon lagss&mn ou non d'un ordinateur.
— Fréquences par rapport aux colonnes chaque cellule est divisée par la somme des cellules d’draen
colonne. Le tableau.1.9 donne la fréquence de la possedsiarordinateur selon la section.

a) Parmiles éléves ayant un ordinateB% sont en SM e60% sont en SE.
b) 20% des éléves de SE n’ont pas d'ordinateur ; ils s¢bftc en SVT.

c) Les éleves en SVT n'ayant pas d’ordinateur représentéfitdes éléves de SVA)% des éléves n'ayant pas
d’ordinateur et25% des éléves du groupe.

Propriété 1.5.1 A partir d’'un tableau de répartition selon deux caractérgs,et (), on peut établir trois tableaux
(Voir le tableaul.10) :
— Tableau des fréquences chaquecellule est divisée par la somme de toutes les cellules ;
— Tableau des fréquences en ligneschaque cellule est divisée par la somme des cellules de faai§ne ; ce
tableau donne la fréquence du caract&eselon le critéere®).
— Tableau des fréquences en colonneschaque cellule est divisée par la somme des cellules de taam®-
lonne ; ce tableau donne la fréquence du caract@reelon le critérgg).
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TABLE 1.1 — Données statistiques.

Numéro| genre| taille | poids | Numéro| genre| taille | poids
1 M 121 | 25 50 F 116 | 20
2 M 122 | 19 51 M 115 | 20
3 M 121 | 22 52 M 114,5| 23
4 F 235 | 22 53 F 110,5| 20
5 M 117 | 22 54 M 112 | 20
6 F 108 | 19,5 | 55 F 122 | 25
7 M 108 | 24,5 | 56 F 122 | 24
8 F 108 | 18 57 F 114 | 20
9 F 126 | 22 58 M 112,5| 20
10 F 121 | 19 60 F 113,5| 22
11 F 121 | 20 61 F 119 | 21
12 F 110,5| 22 62 M 113 | 21
13 F 106 | 17 63 M 115 |19
14 M 108,5| 19 64 M 1155| 21
15 M 112 | 20 65 F 122 | 22
16 M 122,5| 22 66 F 1145| 18
17 M 118 | 20 67 M 118,5| 22
18 M 109 |17 68 F 119 | 26
19 M 109 | 18 69 F 124 | 24
20 F 104 | 17 70 F 121,5| 20
21 F 106 | 19 71 F 104 | 18
22 F 120 | 26 72 M 108 | 19
23 M 118 | 22 73 F 109,5| 20
24 F 114 | 20 74 F 118 | 24
25 M 114 | 19 75 F 120 | 24
26 M 111 | 18 76 F 114 | 22
27 M 116,5| 18 77 M 124 | 25
28 F 109,5| 18 78 M 125 | 24
29 F 114 | 24 79 M 108 | 18,5
30 M 121 | 22 80 F 117 |20
31 F 116 | 25 81 M 115 |19
32 F 109 | 19 82 M 104 | 16
33 F 114 | 23 83 F 123 | 25
34 F 113 | 235 || 84 F 112 | 17
35 M 115 | 19 85 M 106 | 15
36 M 120 | 22 86 M 117 | 20
37 F 113 | 19 87 M 122 | 24
38 M 117 | 18 88 M 112,5| 20
39 M 114 | 19 89 M 120 | 22
40 F 120 | 20 20 M 117 | 225
41 F 109 | 19 91 M 121 | 23
42 F 111 | 23 92 F 113 | 17
43 F 111 | 20 93 F 119 | 20
44 F 107 | 16,5 || 94 M 119 | 22
45 M 111 | 17,5 || 95 M 117 | 20
46 F 115 | 20 96 F 121 | 24
47 M 114 | 18 97 F 109 | 19
48 M 115 | 18,5 | 98 M 117 | 22
49 M 116 | 22 99 F 111 | 17
50 F 116 | 20 100 F 112 | 15

19



CHAPITRE 1. STATISTIQUE DESCRIPTIVE

TABLE 1.2 — Répartition des enfants masculins.

poids

taille

[104; 110]

[110;115]

[115;120]

[120; 126]

[15;19[

[19;22]

[22; 26]

TABLE 1.3 — Répartition des enfants féminins.

poids

taille

[104; 110]

[110;115]

[115;120]

[120; 126]

[15;19[

[19;22]

[22; 26]

TABLE 1.4 — Tableau des valeurs représentant les calculs pouirass

| Li [ L - X | (L — X)* |

5 -5 25
7 -3 9
8 -2 4
11 1 1
14 4 16
15 5 25

TABLE 1.5 — Tableau des valeurs représentant les calculs poum@hai

| Ly | Li - X | (L1 — X)? |

8 -2 4
9 -1 1
9 -1 1
10 0 0
11 1 1
13 3 9

TABLE 1.6 — Tableau des profils-lignes et profils-colonnes

SM | SVT | SE | total
Ordinateur| 6 2 12| 20
Non 8 8 4 20

\ Total

[ 14 | 10 | 16] 40 |
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TABLE 1.7 — Tableau représentant les fréquences par rapporfectiétotal

SM SVT SE total
Ordinateur % =0,15 % = 0,05 % =0,30 % = 0,50
Non 5 =0,20] £=0,20] 5=0,10 | 31 =0,50
| Total | 5=03[13=02]32=040] FT=1 |

TABLE 1.8 — Tableau représentant les fréquences par rapport fetifsftotals des lignes

SM SVT SE total
Ordinateur| =.100 = 30% | =.100 = 10% | 32.100 =60 | 100%
Non +.100 = 40% | 2.100 = 40% | 55.100 = 20% | 100%

[ Total | 12.100 = 35% | 28.100 = 25% | 28.100 = 40% [ 100% |

TABLE 1.9 — Tableau représentant les fréquences par rapport featifsftotals des colonnes

SM SVT SE total
Ordinateur| £5.100 = 42,85%% | %.100 = 20% | 13.100 =75 | 50%
Non 5100 = 57,15% | $5.100 = 80% | £.100 = 25% | 50%

| Total \ 100% | 100% | 100% [ 100 |

TABLE 1.10 — Représentation des tableaux croisés

®

®
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Chapitre 2

Eléments de la théorie des ensembles et
dénombrements

2.1 Comment décrire un ensemble

Par la suite, nous convenons de noter les ensembles parttdes feajusculesA, B, (2,...) et les éléments par
des lettres miniscules.,z,y,a,5,7,. . .). Certains ensembles sont déja connus et recoivent desi#atmns fixes :
ainsi, les lettreN, Z, Q, R, C désignent respectivement I'ensemble des entiers natoedls des entiers relatifs, celui
des nombres rationnels, celui des réels et celui des norobneglexes.

Définition 2.1.1 Un ensemble est une collection d’'objets appelés élémentao@x € E, x est un élément dE. ||
existe deux manieres usuelles de décrire les ensembles :

1. La définition d’'un ensemble par compréhension est celleapsiste a donner la propriété caractérisant ses
éléments.
Par exemple I'ensemble évoqué dans l'introduction s'écrit :

A={zeR/ |z|=1} ou A={zeR; |z]=1},

ce qui se lit: “A est I'ensemble des élémentsle R tels que la valeur absolue desoit égale a 1”.
On notera que{u € R; |u| = 1} est une autre écriture pour 'ensembfe : on dit quez (ou ) est une
variable muette.

2. La définition d’'un ensemble paxtensionest celle qui consiste a faire la liste compléte de ses élanen
Par exemple pour écrire 'ensemble des cing continents, on note seseiés entre deux accolades :

C = {Afrique, Amerique, Asie, Europe, Oceanie}.

Cette définition suppose en général que les ensembles eiipguasient finis et qu’on ait une conception clair
de la propriété envisagée, comme dans le cas suivant

D ={1,2,3,4,6,8,12,24},

qui est 'ensemble des entiers naturels qui divisent 24.

Remarque 2.1.1 1. Un élément donné ne doit figurer qu'une seule fois dansitige d’'un ensemble défini par
extension. Au lieu dél, 5,6, 1}, il faut écrire {1,5,6}.

2. Lorsque 'on écrit un ensemble par extension, I'ordre sifgquel figurent les éléments n'a pas d’'importance.

Ainsi, {1,2,3} = {3,1,2}.
23
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2.2 Exemples d’ensembles

2.2.1 Ensemble vide

Définition 2.2.1 On dit qu'un ensembl& qui ne possede aucun élément esensemble vide On note .E = () =

i)

Exemple 2.2.1Dans R, I'ensemble de solutions de I'équatiart — 2z + 4 = 0 est I'ensemble vide, cat =
b —dac=22—4x4=-12<0.
On écritS = ().

2.2.2 Singletons

Définition 2.2.2 On appellesingleton tout ensemble contenant un et un seul élément. &t un élément dans un
ensemble dd, le "singletonz" est noté pafz}.

Exemple 2.2.2A = {z € R; ¢* = 5} = {In(5)} est 'ensemble de solutions de I'équatioh = 5. On écrit
A = {In(5)}.

2.3 Sous-ensemble d’un ensemble
Définition 2.3.1 On appellesous-ensembld& d’un ensemblé, toute partie d’éléments contenant ddis

Exemple 2.3.1A = {1.5,2,3,4,5} etB = {1.5,5}. B est un sous -ensemble decar 1.5 et5 sont tous les deux
dansA.

Exercice 2.3.1 Décrire explicitement tous les sous-ensembleA e I'exemple 2.3.1.

Proposition 2.3.1 Tout sous-ensemble est un ensemble.

2.4 Ensemble des parties d'un ensemble

2.4.1 Définitions et notations
Définition 2.4.1 SoitE un ensemble. On appelle ensemble des partids,densemble noté paP(E), défini par
P(E) = {F/F est un sous — ensemble de E} = {F/F C E}.

Les éléments de I'ensemb¥E) sont des ensembles cette fois-ci. Et, on & E < {a} € P(E). En outre
P0) = {0}.

Remarque 2.4.1 Pour tout ensemblE&, on a

0ePE) et EecPE).

Exemple 2.4.1SoitE = {0, 3, 7}. L'ensemble des parties d&est

P(E) = {0,{0}, {3},{7},{0,3},{0,7}, {3, 7}, B}
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2.4.2 Complémentaire d’'un ensemble dans un autre

Définition 2.4.2 On appelle complémentaire de dansE le sous-ensemble, nofé ou Cg(A) , défini par

A={zcE/ z¢A}

Exemple 2.4.2Si E est I'ensemble des jours de la semaineAele sous-ensemble des jours ou les enfants vont a
I'école, alors
A = {mercredi, samedi, dimanche}.

Théoréme 2.4.1SoientA et B deux ensembles inclus dans un enserfiblalors, on a
1. B=AsietseulementANB=0etAUB=E.
2. SIACB,alorsANB=AetAUB =B.

Théoréme 2.4.2(Lois de De Morgan)
SoientA etB deux ensembles inclus dans un enseriblBoit(E;); <<, une famille de sous-ensemblesKieAlors,
ona

1. ANB=AUB.
2. AUB=ANB.
3. A=A.

Et plus généralement pour une fami(lg;),<;<,, de sous-ensembles Hgon a

BeUs @ U

Dz
||
WC:

@
Il
—

Démonstration.

2.4.3 Différence et différence symétrique

Définition 2.4.3 On appelle différence dA par B le sous-ensemble, nate\B , défini par

A\B={zcE/ zcAetz¢B}.

Remarque 2.4.2La différence déB par A est notéB\ A, définie par
B\A={zcE/ ze€Betxd¢A}.
En général A\B # B\A.
Exemple 2.4.3 1. L’ensemble des nombres complexes non réels s&ndtell ne faut sur tout pas le confondre

avec I'ensembldiz|z € R} des imaginaires purs, noi®, qui est inclus dan€\RR, mais ne lui est pas égal.
Par exemple] + 2i € C\R mais1 + 2i ¢ iR.

2. L'ensemble des nombres réels non rationnel se Ry qui est 'ensemble des irrationnels.

Définition 2.4.4 On appelle différence symétrique ou réunion disjonctivdalex ensembleA etB le sous-ensemble,
noté AAB , défini par
AAB=(AUB)\(ANB)=(A\B)UB\A).

Théoréme 2.4.3SoientA, B et C trois ensembles. Alors, on a
AN)=A,AAB =BAA, AANA =) et(AAB)AC = AA(BAC).
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2.5 Cardinal d'un ensemble

Définition 2.5.1 SoitE un ensemble. On appelle cardinal He le nombre des éléments de I'ensenibleon le note
par Card(E) ou encoreE|.

Exemple 2.5.1SoitE = {0, 3, 7}. Le cardinal deE est égal a 3. On écri€ard(E) = |E| = 3.

Théoréme 2.5.1SoitE un ensemble. Soiek et B deux sous-ensembles HeSi A et B sont des ensembles finis,
alors :
1. LaréunionA U B est aussi un ensemble fini et on a

Card(A UB) > max(Card(A), Card(B)).
2. L'intersectionA N B est aussi un ensemble fini et on a

Card(A N B) < min(Card(A), Card(B)).
3. Card(A UB) = Card(A) + card(B) — Card(A N B).

Démonstration.
O
Théoréme 2.5.2SoitE un ensemble fini. Soiedt et B deux sous-ensembles Bealors :
1. Toute partieA de E est un ensemble fini et on a
Card(A) < Card(E).
2. SiCard(E) = n, alors P(E) est un ensemble fini&' éléments. Autrement dit
Card(P(E)) = 2Card(®) — olBl
Démonstration.
O

Exemple 2.5.2SoitE = {0, 3, 7}. L'ensemble des parties d&est

P(E) = {0,{0},{3},{7},{0,3},{0, 7}, {3, 7}, B}

Alors, Card(E) = Card(P( )) = 8 et2Card(E) — 93 — g
d’'ou Card(P(E)) = 2Cd(E

2.6 Fonction caractéristique d’un ensemble

Définition 2.6.1 On appelle fonction caractéristique d’un sous-ensemblge E, la fonction, notéy a , définie par

xa:A — {0,1}

1, si z€A,
T xa@ =10 & o¢A

Propriété 2.6.1 SoientA etB deux ensembles inclus dans un enserfible
1. A=B & xa = xB-

2. ACB@XASXB-

xa =1-xa.

XANB = XAXB-

XAUB = XA T+ XB — XAXB-

ok w

Démonstration.
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2.7 Dénombrements

Définition 2.7.1 Soit £ un ensemble fini de cardinalet /, 'ensemble(1,2,3,...,p} (p € N¥).
1. On appelle arrangementa p desn éléments dé&’ toute injection de, dansE.
2. L'image del, par un arrangement s'appelle combinaispi p desn éléments dé.

3. Une combinaison est donc une parfig de E & p éléments. On notd’, le nombre des arrangements de
élémentp ap, etCh le nombre des combinaisons.

Propriété 2.7.1 Soitp etn dansN*.
1. (p>n) = (Ah=0 et Ch=0);

!
2. (p<n) = Aﬁ:n(n—l)...(n—p—i—l):ﬁ;
Cp_A_ﬁ_n(n—l)...(n—p—i—l)_ n!
"AD plp—1)...2.1 pl(n —p)!

Théoreme 2.7.1Soit p et ¢ deux entiers non nuls. Le nombre des applications d’'un ebisef), quelconque de
cardinal p dans un ensemblg, quelconque de cardinaj estq” :

Card(F(E,. Fy)) = .

Démonstration.
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Chapitre 3

Calcul des probabilitées

3.1 Espace de probabilité discret

3.1.1 Espace probabilisable

Définition 3.1.1 SoitQ2 un ensemble &0(2) 'ensemble des parties de.

On appelle algébre de Boole de parties@eout sous-ensemble non vitlede P(2) stable par lintersection et la
complémentation

Autrement dit

1. V(A,B) € B®),ANB € B;
2. YAeB),A=CleB.

Théoréme 3.1.1Une algébre de Boole de parties d’un ensemnblest stable pour I'opératioiA, B) — A U B.
De plus, il contient la partie pleine d@ et la partie vide).

Démonstration.
1. B étant non vide, contient un élémetit contient doncd, et doncA N A € B, c'et-a-dire que) € .
2. 0 e B,alorsh = C) = e B.

3. SoitA et B deux éléments dB. B contientA et B, doncAN B € B, doncAN B € B, qui n'est autre que
ANB=AUB,douAU B ¢ B(Loi de De Morgan).

O

Exercice 3.1.1Montrer que l'intersection (et la réunion) d'une famille iend’éléments d’'une algébre de Bodke
appartient aB.

Exemple 3.1.1 1. P(Q) est une algebre de Boole de parties(dleOn I'appelle I'algébre de Boole discréte
2. {0,Q} est une algebre de Boole de partiesfdeOn I'appelle I'algébre de Boole grossiere

3. SiQ) a au moins deux éléments, sditune partie propre (c’est-a-dire distincte de et de()) de Q. Alors
{0, A, A, Q} est une algébre de Boole de partiestae

Définition 3.1.2 SoitQ2 un ensemble et scit C P(Q).
7 est ditetribu ou bienc-algebre sur (2 si elle vérifie les conditions suivantes :

i) Qer,

i) si Aer,alorsA=Caer, 29
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iii) si (Aj)ien C 7, alors (| ] A;) € 7.
€N

Exemple 3.1.2 1. P(Q2) est unes-algebre de parties d&. On I'appelle lac-algébre discréte
2. {0,Q} est unes-algebre de parties d&. On I'appelle latribu grossiere.

3. SiQ) a au moins deux éléments, sditune partie propre (c’est-a-dire distincte de et de()) de Q. Alors
= {0, A, A,Q} est une tribu de parties de.

En particulier, la tribu grossiére est la plus petite tribtla tribu discréte est la plus grande tribu sur un ensemble
Q. Et siT était une tribu sur? alors
{0,Q} c T CP(Q).

Définition 3.1.3 Soit$2 un ensemble et une tribu surs.
On appelleespace probabilisablde couple(€, 7) formé par un ensemble et unes-algébrer de parties de?.
— Q est appeléinivers.
— Les éléments de sont appelégventualités
— Les éléments desont appelégvénements
L'événemenf est appelé événemantpossible
L'événement) est appelé événemetsrtain.
— Deux événements$ et B tels queA N B = () sont ditsincompatibles
*Un espace probabilisabléQ, ) est ditfini si Q2 est unensembile fini

3.1.2 Atomes

Définition 3.1.4 Soit(£2, 7) un espace probabilisablee fini. Deux éventualitést ' sont dites inséparables parsi
et seulement si, tout événement qui contient 'une conteastte.

Exemple 3.1.3S0itQ2 = {a,b,c}, 7 = {0, {a},{b,c}, 2} : 7 et une tribu suK etb etc sont inséparables par.

Théoréme 3.1.2Soit (€2, 7) un espace probabilisable fini.
La relation définie suf) par “w etw’ sont inséparables pat” est une relation d’équivalence.
Les classes d’équivalence sont des événements, qu’oregsshtomes de.

Remarque 3.1.1Les atomes de I'espace probabilisaljfe, P(£2)) ne sont autres que les événemefnts réduits a
une éventualite.

3.2 Espace probabilisés

Définition 3.2.1 Soit(£2, 7) un espace probabilisable.

On appelleprobabilité sur (€2, 7) toute applicationP der dans l'intervalle[0, 1] deR vérifiant les axiomes suivants :
(A1) P(Q) = 1.

(Ag) P esto-additive :

(An)nCT, ANA=0,i#j = P(UAR>=ZP<ATL)

*Si 2 est un ensemble fini, alors le triple®, 7, P) est appelé uespace probabilisdini.
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3.2.1 Propriétés élémentaires

Les axiomes entrainent immédiatement un certain nombreagei@tés élémentaires, vérifiées dans tout espace
probabilisé(2, 7, P) :

1. La probabilité de I'événement impossible est nulle,tezedire que
P)=1=P0)+P(CY=PO)+1 = PO =0

2. Soit{A;, As, ..., Ay} un ensemble fini d’événemerdeux a deux incompatibles on a
P(AjUAsU...UA,)=P(A))+ P(A2)+...+ P(A,)

ceci traduit 'axiome( A;) dans le cas d’'un ensemble fini d’événements.
3. SiA et B sont deux événements contrairés£ A), alors la somme de leurs probabilités est égale a 1 :

P(Q) =1 = P(A) + P(A)

carQ) = AU A.

4. Nous avons la propriété suivante :
Théoreme 3.2.1SoitentA et B deux événements quelconques d’'un espace probafilisé P), on a

P(AUB)=P(A)+P(B)— P(ANB).
Démonstration.Quels que soient les événemertgt B, on peut écrire

AUB=(ANB)U(ANB)U(ANB)
et les trois événement$ N B, AN B et AN B sont deux a deux incompatibles. Donc

P(AUB)=P(ANB)+ P(ANB)+ P(AN B);
d’autre part,A est la réunion de deux événements incompatibles :
A=(ANB)U(ANB),
doncP(A) = P(ANB) + P(AN B),
ce qui s’écrit aussi
de la méme facon, on établirait que
P(ANB)=P(B)— P(ANB);

reportant ces deux valeurs dans I'expressio{dd U B), on obtient bien

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).

5. SiA C B,alorsona
P(B) = P(A)+ P(B—A), dou P(A) < P(B)

Définition 3.2.2 1. On appelle événement presque impossible tout événehdmprobabilité nulle.
2. On appelle événement presque certain tout événermdatprobabilité égale a 1.
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3.2.2 Donnée pratigue d’'une probabilité

Soit (2, 7) un espace probabilisable fini g, A, ..., A, les atomes de.

— Tout événement étant réunion d’'un nombre fini d’atomesx geababilités P, et P, qui sont égales pour
chaque atome sont égales pour chaque événement.

— Pour connaitre une probabilité , il n’est donc pas nécesdaiconnaitre les probabilités de tous les événements :
celles des atomes suffisent!!
Inversement, soitp1, po, ..., pn, n NOMbres réels. A quelle condition existe-t-il une prolithiP (qui serait
alors unique d’apres la remarque qui précéde) telle que

(VZ € {1,2,,n}) P(AZ) :pz?

Les conditions
(i) (Vie{1,2,...,n}),0<p; <1;

(i) 1=PQ)=) P(A)=> pi
=1 =1

sont nécessaires.

Définition 3.2.3 Un espace de probabilité?, , P) est dit discret sir = P(£2) est la tribu discréte.

3.3 Probabilité conditionnelle

Définition 3.3.1 Soit(£2, 7, P) un espace probabilisé € un événement de probabilité non nulle. L'application

P(ANB)

Pg:17— 10,1, Ar— P(B)

est une probabilité suf2, 7) appelée probabilité conditionnelle pds.

Propriété 3.3.1 Soit(2, 7, P) un espace de probabilisé dtet B deux événements de probabilités non nulles. Alors
on a la formule des probabilités composées :

P(AN B) = P(B)Pg(A) = P(A)P4(B).

Démonstration.

3.4 Evénements indépendants et indépendance mutuelle

3.4.1 Evénements indépendants

Définition 3.4.1 Soit(£2, 7, P) un espace probabilisé. deux événemehts B tels que
P(ANB)=P(A)P(B)

sont appelés indépendants.
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[ la [b e [d [e |
P |16 |16 |16 | 1/6 | 13
P, | 1/10 | 2710 3/10 || 1/10] 3/10

Exemple 3.4.1S0itQ) = {a,b,c,d,e} et = P(Q2). On définit deux probabilite®; et P, sur 'espace(2, P(£2))
par le tableau suivant :

et les événements
a={a,b,c}, B={cd}, ANB={c}

alors 5 5

Pi(4) = 5 P(B) = 5 P(ANB) = —.
Dans(Q2, P(2), P1), A et B sont indépendant§} x 2 = 1).
D’autre part

()= 15 P(B) =15 PANB) =1

? 0 27T 100 P T 10
Dans(Q2, P(Q2), P»), A et B ne sont pas indépendants; x & # ).
3.4.2 Indépendance mutuelle
Définition 3.4.2 Soit (2, 7, P) un espace probabilisé. Des événemetisAs,, ..., A, sont dits mutuellement indé-
pendants si, pour tout entidr et pour tout sous-ensembfel;, , ..., A;, } de{A;, As,..., A,} formeé d'événements

distincts, on a la relation

Il résulte immédiatement de cette définition que si des éwénts sont mutuellement indépendants, ils sont indépen-
dants deux a deuk.a réciproque est faussecomme le montre I'exemple suivant

Exemple 3.4.20n tire une carte d’'un jeu de 52 et on considére les événersaiMants :
— A :lacarte tirée est rouge;
— B la carte tirée est une majeure (coeur ou pique) ;
— (' :la carte tirée est un pique ou un carreau.
Alors les événements
— AN B :lacarte tirée est un cceur,
— AN C :lacarte tirée est un carreau,
— BN :lacarte tirée est un pigue.
ont chacun pour probabilit%, tandis que

Les événements, B, C sont donc indépendants deux a deux.

Mais
ANBNC =0,
etdoncP(ANBNC) =0,
tandis que
1
P(A)P(B)P(C) = g

Les événements, B, C ne sont donc pas mutuellement indépendants.
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3.5 Formule de Bayes et applications

Soit (22, P(Q2), P) un espace probabilisé et des événeméntg’s, . .., C,, constituant une partition de, c'est-
a-dire

(Vie{l,2,...,n},Vje{1,2,....n}) (i#j) = (CiNnC;j=0) et Q=C1UCU...UC,.

Nous supposons qu’aucun événemenh’est presque impossible.
Soit maintenantd un événement non presque impossible :

A=ANQ=ANCHUANCy)U...U(ANCY).
Les événementd N C; sont deux a deux incompatibles, et par suite :

P(A)=PANCy)+P(ANCy) +...+ P(ANC,).
D’autre part, pour un indicé donné :

P(ANCy)  P(Cy)Pc, (A)

Pa(Cy) = P(A)  ~  PA)
d’ou I'on tire P(Cy)Pc, (A)
k)L Cy
PA(Cy) = P(C1)Pg,(A) + P(Cy) P, (A) + ...+ P(C,) P, (A)’

Cette formule est connue sous le nonfalenule de Bayes

Exemple 3.5.1Un examen se compose de questions auxquelles il faut réppadsui ounon. Si un étudiant connait
la réponse, il répond correctement ; s'il I'ignore, il tire @ile ou face la réponse qu'il inscrira.

Un étudiant donné conna% du programme : Quelle est la probabilité pour qu’une répopsse soit due a ses
connaissances plutét qu’au hasard ?

Réponse Soit les événementd’; : I'étudiant connait la réponse ;

C5 : I'étudiant ne connait pas la réponse ;

A :I'étudiant répond juste.

L'énoncé nous donneP¢, (A) =1, Pc,(A) = 0.5, P(C1) = 0.6 et P(Cy) = 0.4.

La formule de Bayes fournit alors la probabilité cherchée :

- P(C1)Pg, (4)
PAC) = BEPe, (4) + P(C) Py (A)

soit 1x0.6 3
P4(Ch) g =0

T 1x06+05x04 4



Chapitre 4

Variables aléatoires : discretes et continues

4.1 Les variables aléatoires

4.1.1 Applications mesurables

Soit (2, B, P) un espace probabilisable &tune application d€ dans un ensemblé. Si A est une partie dd,
on noteraX ~!(A) 'ensemble des éventualitéés dont I'image appartenant a

X 1A) ={we® Xw) e A}

Définition 4.1.1 Soit (2, B, P) un espace probabilisable fini. Une applicatidh de 2 dans un ensemblé est dite
mesurablesi, et seulement si, pour tout poinde J, X ~!({z}) est un événement :

veeJ X '({z})eB.

Au lieu de “application mesurable”, on dit aussvariable aléatoire”

Remarque 4.1.1 1. SiJ = R" alors
() dans le cas = 1, on dit “variable aléatoire réell€,
(b) dans le cam > 1, on dit “variable aléatoire vectoriell€'.
2. SiB = P(9), toute application d&) dans.J est mesurable.

4.1.2 Evénements liés a une application mesurable

Théoréme 4.1.1Soit (€2, B) un espace probabilisable éf une application mesurable de dans un ensemblé.
Pour toute partied deJ, on aX 1 (A) est un événement.

Démonstration.
1. SiQ est fini, alorsX (©2) N A est fini.
SoitdoncX (2) N A = {a1,as,...,a,} (lesa; sont distincts).
X~1(A) est alors la réunion d’'un nombre fini d’événements

X7 ({a1}), X7 ({az}), - X7 ({an}).

X~1(A) est donc un événement

2. SiQ n'est pas fini, on & est la réunion d'atome d8 et dans ce caX est constante sur tout atome.
O

Définition 4.1.2 Soit X : Q — J une variable aléatoire. Pour toute parti¢ de.J, X ~!(A) est appelé événement.
On appelleindicatrice d'un événementA, la fonctiony 4 définie par

(w)=1 si weA,
(v € Q) {Zj(w)zO si wd A
35
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4.1.3 Probabilité image

Soit (2, B, P) un espace probabilisé &t : O — J une variable aléatoire. Soit I'espace probabilisableP(.J))
ou P est I'ensemble des parties mesurables’d®n considere I'application

Q:P(J)—1[0,1], A~ P(X1(A) (4.1)

A toute partieA de J associons le nombr@(A), probabilité de I'événement —1(A).

Le théoreme suivant montre qiepermet en quelque sorte de transporter une probabilit@ d8) vers(.J, P(J))

Théoréme 4.1.2Soit (2, B, P) un espace probabilisé ef : Q@ — J une variable aléatoire. L'applicatiod) définie
en (4.1) est une probabilité sgd, P(J)).

Démonstration. ) est bien une application d&(.J) dans|0, 1].
) X~ 1(J)=QdoncQ(J) = P(X~1(J)) = P(Q) = 1.

i) Soit K et L deux parties disjointes dé:
- KNL=0etdoncX Y (K)NnX"YL) =10,
- X YKUL) =X K)uXx—}L);
par suite
QEKUL) =PX Y KUL))=PX YK)uX }L));

or X 1(K) et X~!(L) sont deux événements disjoints et donc
P(X"Y (KU L)) = P(X~!(K))+ P(X"'(L)) = Q(K) + Q(L).
On a donc montré que

(KNL=0) = (QKUL)=Q(K)+Q(L)).

Définition 4.1.3 () est bien une probabilité sut/, P(.J)) : on I'appelle laprobabilité image de P par X.

4.1.4 Loide probabilité

Définition 4.1.4 Soit (2, B, P) un espace probabilisé et : 0 — J une variable aléatoire vectorielle. On appelle
loi de probabilité de X la probabilité image deP par X, c’est a dire

Une loi de probabilité est donc une probabilité sur I'esparadabilisable(J™, P(J™)) ou J™ désigne une partie de
R™ contenantX (€2). Nous utiliserons beaucoup cette notion dans lexcasl (variable aléatoire réelle).

Définition 4.1.5 On appelle variable aléatoire discrete une applicatién: 2 — F' ou F' est un ensemble fini ou
dénombrable.

*Pour x € F', on note de fagcon conci$& = k] 'événemenfw € Q / X (w) = k}.

*La famille des nombres réel (| X = k|))rcr S'appelle laloi de X
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4.1.5 Fonction de répartition

Soit (2, B, P) un espace probabilisé &t : QO — J une variable aléatoire. On appelle fonction de répartitien
X la fonction réelle de variable réelle

x— Fx(z) = P([X < x])

ol 'ensemblgX < z] = X 1(] — oo;z[). Ona

Fx(z) = P(X™(] - co;a)

Propriété 4.1.1 Nous donnons ici quelques propriétées concernant la fonate répartition : SoitX : 2 — J une
variable aléatoire

1. Pourz < mingeq X (y) alors Fx (z) = P(X (] — oo; z]))

I
i)
—~
=
SN—
I
es}

2. Pourz > maxyeq X (y) alors Fx (z) = P(X (] — o0;2[)) = P(Q) = 1;
3. Une fonction de répartition est croissante ;
4. La probabilité pour queX prenne ses valeurs dans un intervalieb] peut s’exprimer a I'aide de la fonction de

répartition deX . En effet, I'événement contraire ¢e< X < b] est la réunion des deux événements disjoints :
[X >0b], de probabilité 1— F(b); [X <a], de probabilitéF(a)
cette événement contraire a donc pour probabilité
P([X >bU[X <a])=1-F(b) + F(a),
et par suite

P(la < X < b)) = F(b) — F(a)

4.1.6 Quantileg,, Médiane et Mode

Définition 4.1.6 (Quantile)
Soit X une variable aléatoire continue. Le nomhjgtel que

P([X < qal) = a €[0,1]

est lequantile d’ordre « de la loi de probabilité deX.

Ces quantile sont notés de différentes facons upgvour la loi normale, pat?’ pour la loi de Student a degrés de
liberté et pary” pour la loi duy?.

Définition 4.1.7 (Médiane)
Soit X une variable aléatoire continue. La valegy ;5 est la médiane de la variable aléatoire si

P([X < qos]) =0.5.
La médiane est le quantile = 0.5 de la variable aléatoireX.
Définition 4.1.8 (Mode)

Soit X une variable aléatoire continue de densité de probabifitéJn pointzy du domaine de définitio® de f tel
que f(zg) = max f(x) est appelé umodede la variable aléatoireX .
A
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4.1.7 Systemes de variables aléatoires réelles

Théoréme 4.1.3s0it (€2, B) un espace probabilisable et une badele R".
Une applicationX de(2 dansR” est une variable aléatoire vectorielle si, et seulemeriesip applications coordon-

nées X, Xo,..., X, de X dansA sont des variables aléatoires réelles.
Démonstration. = | Soit.S,, = (X1, X»,..., X)) une suite de: variables aléatoires réelles.
Soit{ey,eq,...,e,} Uune base de I'espace vectorl. Posons

X = X1.61 + X2.€2 +...+ Xn.en.

X est une application d@ dansR". Est-ce une variable aléatoire vectorielle ?
Il faudrait pour cela que, quel que soit le vecteur

T =21.61 +T2.62+ ...+ Tp.€y
deR", X ~!({x}) soit un événement. QX ~!({x}) est I'intersection des événements
[Xl = xl]» [XQ = .1‘2], s [Xn = fcn]>
c’est donc un événement.
<] soitz une variable aléatoire vectorielle (a valeurs d&fiyet{e;, e, ..., e, } Une base de I'espace vectorit.
Les coordonnéegXy, Xo, ..., X,,) de X, définies par
X = X1.€1 + X2.€2 + ...+ Xn.en
sont des applications dedansR. Sont-ce des variables aléatoires réelles ?

Raisonnons pouk ; il faudrait pour cela que, quel que soit le rég| X, ' ({z1}) soit un événement . OY; ' ({z1})
est la réunion des événements

X = (z1,22,...,24)
oUzy,xs,...,T, Prennent toutes les valeurs possibles.
X[ ({z1}) est donc un événement & est bien une variable aléatoire. O

4.1.8 Couple indépendants de lois marginales données

La probabilité de I'intersection de deux événements negeeaélculer a partir des probabilités de ces événements :
les lois marginales d’un couple ne permettent pas de déterria loi conjointe.
Il en va différenement si I'on sait qu'’il s’agit d’'un coupledépendant. En effet, pour, j) € X ()

P(X = (i,5)]) = P([X1 = i) P([X2 = j])-

Exemple 4.1.1 Déterminer la loi conjointe d’'un couple de variables alées réelles indépendantes, de méme loi
On prépare le tableau, avec ses marges et on écrit dans cheagee le produit des probabilités figurant dans les

)
—~~

Il

=y
SN—
NoI— O
ol =
SN\

marges correspondantes.
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Xy
0 1 2
Xa

T I _1 T I_I [ I I_1T T
T e e T
A R L AR L R .
2 2X5= 10 | 3%X5=18 | §6X56=3% |~ 3§

1 1 1

2 3 6

4.1.9 Systeme de variables aléatoires réelles indépendasit

On peut généraliser la définition donnée pour un couple.

Définition 4.1.9 Soit(€2, B, P) un espace probabilisé. Un systemedariables aléatoires réelle¥ = (X1, Xo,..., X,)
tels que

(V((ll,ag, A ,an) e R" [Xl = (11], [XQ = CLQ], A [Xn = CLn]
sont des événements mutuellement indépendants est apgiélds de: variables aléatoires réelles indépendantes.
Comme pour un couple, on peut se restreindre aux élénents,, . . ., a,,) qui appartiennent X (2).

De méme que pour un couple(si;, X, ..., z,) estun systeme indépendant, quelless que soient la paities, ..., ..., A,
deR, les événement¥ | '(A4;), X; *(As), ..., X, '(A,) sont indépendants.

n

4.2 Moments : espérance mathématique (moyenne) et variandaine variable aléa-

toire réelle
Définition 4.2.1 Soit(2, B, P) un espace probabilisé fini étl;, A, ..., A,) une suite formée de sous-ensembles de
B. On appelle espérance mathématique la forme linéaatéfinie I'espace vectoriel des variables aléatoires réelle
V sur (2, B) par ses valeurs pour les indicatrices constituant la bage4,, . .., ¢4, ) de la maniére sivante
E(pa;) = P(A).

Si X est une variable aléatoire réelle prenant la valggur A; (: = 1,...,n).
Ona

n

X = Z TiPA;

=1

et donc on aF(X Z:z: P(A;). On peut établir que sK(Q) = {y1,y2,...,y,} ou lesy; sont distincts alors

I'expression de Iesperance mathématidquieevient
Z yi P = yz

Définition 4.2.2 Une variable aléatoire réell&X est dite centrée si son espérance mathématigug ) est nulle.

Exercice 4.2.1Montrer que la variable aléatoire&X — E(X) est centrée.
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Exemple 4.2.1 (Espérance d’'une variable binomiale)
Une variable binomiale de parametresetp (n € N* et0 < p < 1) est une variable aléatoire telle que

X(Q)=1{0,1,2,...,n} et P(X =i)=Cip'(l—p)" "

D’aprés son expression, I'espérance mathématique est

E(X) = > iCip'(1—p)
=1

n! ,
= T

=1

. (n_l)' i— n—
- ”?Zmp -

= an n—1—j IO A

= np(p+(1—p)) et
= np

4.2.1 Espérance mathématique d’'un produit
Soit(Q2, B, P) un espace probabilisé fini. Un couple de variables aléatofrelles X, Y) définies suf(2, B). Soit
X(Q) = {5131,1‘2, e ,.Tn}
Y(Q) = {y17y27"'7yp}’

ou lesz; étant distincts efy; étant distincts.
Ona(X,Y)(Q) = {(zi,yj) 1<i<n } les (z;,y;) étant distincts
15j<n

=3 @ PUX,Y) = (21,95))-

i=1 j=1
Sion ne connait pas les lois marginalesXetY, il n’est pas possible de poursuivre puisqu’on ne peut plasiea

P((X,Y) = (@i,y;))-
& Si X etY sont indépendantes, alors
P((X,Y) = (2i,y;)) = P(X =) P(Y =y;),
etona

E(XY) = E(X)E(Y).

4.2.2 Moments d’'ordre k d’'une variable aléatoire
Soit (2, 7, P) un espace probabilisé &t une variable aléatoire réelle.

Définition 4.2.3 On appellemomentd’ordre & (k > 0) de X et on noteM(X) 'espérance mathématique de la
variable aléatoireX”. On écrit
My (X) = E[X"].

*On s’intéresse plus volontiers au moment d’ordre deux @guport a un réek :
My(X —a) = E[(X —a)?].

En Physique, ce moment mesurelispersionde la variable aléatoireX par rapport au nombre:.
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Théoréme 4.2.1(Changement d’'origine)
Soit X une variable aléatoire réelle. De toutes les variablés— a (a € R), c’est la variable centrée qui a le plus
petit moment d’ordre deux.

Démonstration. Considérons deux réedsetb et comparons les moments

My(X —a) et My(X —b).
Ona

(X —a)? = (X=b+(b—a))?

= (X =0)2+20b—-a)(X =b)+ (b—a)?

d’ou I'on déduit
E[(X —a)?] = B[(X — )| = 2(b — a) (B[X] — E[b]) + E[(b — a)?;
or, 'espérance d’une constante est égale a cette cons@mi@donc :
My(X —a) = My(X —b) +2(b—a)(E[X] —b) + (b—a)?
en particulier, si on choisit = E[X] :
My(X — a) = Ma(X — E[X]) + (E[X] - a)”.

4.2.3 Variance et écart-type d'une variable aléatoire

Définition 4.2.4 On appellevariance (ou indicateur de dispersior) d’'une variable aléatoire réelleX, la quantité
0%(X) := Var(X) définie par
Var(X) = o*(X) = E((X — BE(X))?).
Propriété 4.2.1 Soitk un réel. Alors on a les propriétés suivantes :
1. Vark.X) = k2.Var(X),
2. Var(X + k) = Var(X),
3. VarX) = BE(X?) - [E(X)]?

Définition 4.2.5 On appelle lécart-type d’'une variable aléatoire réelle, la quantitéo(X') définie par
o(X) = V/Var(X).
Exemple 4.2.2 Soit X une variable aléatoire binomiale de paramétrestp (n € N* et0 < p < 1). Ona
X(Q)={0,1,2,...,n} et P(X =1)=Clp'(1—p)" "
Calculons d’abordE (X 2), ou mieux encore, pour un calcul plus facile calqué sur caduiespérancef (X (X —1)) :

B(X(X ~1)) = zm—nﬁpm—pw
3 =

n! , _
= npz mpl(l -p)"

=0
= n —2)! ’ -
= n(n—1)p? 2 %p’ﬂ(l -p)"
= n(n—1)p
etdonc on a
E(X?) = B(X(X - 1)) + E(X) = n(n — 1)p* + np.
En fin

Var(X) = E(X?) — [E(X)]* = n(n — 1)p” + np — (np)® = np(1 — p).
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Exemple 4.2.3Soit (12, B, P) un espace probabilisé fini éf : 2 — X () la variable aléatoire de Bernoulli, c’est-
a-direqueX () ={0,1} etP(X =0)=¢, P(X =1)=poul0<gqg,p<l p+qg=1.
L'espérance de la variable aléatoire de Bernoulli est

1
E(X) = Y iP(X=1i)=0P(X =0)+1P(X =1)=0(1—p)+1p =p.

=0
E(X?) = 0°p+1%q=q=1-p.

E(cos(rX)) = cos(0).p+cos(m).gq=p—qg=p—(1—p)=2p—1.
Var(X) = E(X?)— [E(X)]? =p—p* = p(1 - p).

4.2.4 Coefficient d'asymétrie et coefficient d’aplatissenms

Définition 4.2.6 Soit X une variable aléatoire d’espérance mathématiguet de variancéVar(X).
1. On appellecoefficient d’asymétrie(skewnespde la v.a.X, notév; (X), le coefficient donné par I'expression

E[(X —p)°]
X)=——7—7755
= @)y
2. On appellecoefficient d’aplatissement(kurtosig de la v.a.X , noté~,(X), le coefficient donné par I'expres-
sion
E[(X — p)"]
X)=—"—2_ B/
2= Nar )

4.3 Loi et espérance conditionnelles

Définition 4.3.1 SoientX etY deux variables aléatoires discrétes a valeurs respectiees F' et G. Poury € G,
on appelleloi conditionnelle de X sachanty” = y la famille des nombres

(Ply—=y([X = 2]))zex

Remarque 4.3.10n a

Py—y([X =2]) = p([Y =y))
P([X = z]), sinon

Proposition 4.3.1 Les variablesX etY sont indépendantes si, et seulement si la loi conditioandd X sachant
Y =y ne dépend pas dge G. C'est-a-dire

Py —([X = z]) = P([X = z]).

4.4 Covariance, corrélation, vecteur-moyenne et matrice@covariance
Définition 4.4.1 Soit(X,Y") deux variables aléatoires,
1. on appellecovarianceentre X etY la quantité définie par :

coMX,Y) = E((X - EX))(Y" - EY7))),
= E(XY*) = E(X)E(Y*).
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2. On dit queX etY ne sont pas corrélées si do¥, Y) = 0 soit encoreE(XY™*) = E(X)E(Y™).
3. On appellecoefficient de corrélationla quantité définie par :
covX,Y)
Vvar(X)./var(Y)
Ona—-1<p(X,Y) <1.Soit(Xy,...,X,) nvariables aléatoires de moyennes respectiVex; ).
1. On appellerecteur-moyennele vecteur de dimension dont les composantes sont les moyenaéX;).

2. On appellematrice de covariancela matriceC' de dimensionn x n) dont I'élément générateur e€l;; =
cov(X;, Xj)pourl <i<netl <j<n.

p(X,Y) =

4.4.1 Notation matricielle

Si on note :
X1
X=1":
Xn
le vecteur aléatoire dont lescomposantes sont les variables aléataXgsle vecteur-moyenne s’écrit :

E(Xy)

E(X) = :
E(Xy)

et la matrice de covariance :
C = E((X - E(X))(X - BE(X))7).

Notons que les éléments diagonaux de la matrice de covariapcésentent les variances respectivesudesiables
aléatoires ; ils sont donc positifs.
Silesn variables aléatoires ne sont pas corrélées, leur matricevdgiance est diagonale.

Propriété 4.4.1 Toute matrice de covariance est positive. Ce qui signifie quel que soit le vecteur € R™ on a
T
x*Cx > 0.

Démonstration. Considérons la v.& = fozl ap(Xx — E(X})). OnaE(|Y|?) > 0 car 'espérance mathématique
d’'une variable aléatoire positive est positif. ExprimorrsimlenantE(|Y|2), il vient :

N
B(YP) = <Zak Xy - B(X)) Zag X - ))*)

(Xk = E(Xp)) (X — E(X0))") an,

= akckma = x! Cx

commeE(|Y|?) > 0 alorsx” Cx > 0 pour toutx € R™. O
4.4.2 Suite blanche
Définition 4.4.2 Soit X4, ..., X,, n variables aléatoires. On dit qu’elles forment une suitenolze si on a a la fois

i) var(X;) = 0% = constante

ii) etcov(X;, X;) =0 pouri # j.
Leur matrice de covaraince s'écrit donc :

C =o’I,

ou I,, est la matrice identité de taille x n.
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Chapitre 5

Variable aléatoire ayant une densité

5.1 Densité d’'une variable aléatoire et fonction de répartion
Soit (22, B, P) un espace probabilisé &t : O — .J une variable aléatoire.

Définition 5.1.1 Une fonctionf : D C R — R est la densité de la variabl& si et seulement si

1. lafonctionf est positive,
2. [, f(t)dt =1.

Définition 5.1.2 Soit(£2, B, P) un espace probabilisé et : QO — J une variable aléatoire réelle ayant une densité
fx.On appelle fonction de répartition d€ la fonction réelle de variable réelle définie par

x s Fy(z) = P([X < 2]) = / Fx(t)dt.

Remarque 5.1.1La mesure de probabilitédd P et la mesure de Lebesguk sont liées par la relation suivante :
dP(t) = fx(t)dt ou fx est la densité d’'une variable aléatoire.

Propriété 5.1.1 Soit X : Q — J une variable aléatoire réelle ayant une densité de proli@bjlx, alors on a les
propriétés suivantes

1. La densité de la variable aléatoit® est donnée par :

Fe(a) = lim IXEHD) = Fx@) _ oy

h—0

2. SilavariableX a une densit§x alors la fonction de répartition est

Fy(z) = / .

En général, on a

b
Pla<X <b)= [ fx(t)it = Fx() - Fx(a),
‘45
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5.2 Moments d’ordre k& d’'une variable aléatoire ayant une densité

Soit (2, 7, P) un espace probabilisé &t une variable aléatoire réelle ayant une dengitéle domaine de défini-
tion D.

Définition 5.2.1 On appellemomentd’ordre k£ (k > 0) de la variable aléatoireX, noté M. (X), l'intégrale définie
par

M(X) = [ eyt

Par la suite, on s’intéresse plus volontiers aux momentsicés 1 et 2 d’'une variable aléatoire par rapport a un réel
a:

My(X —a) = / (t —a)®fx(t)dt.

D
Et, plus particuliérement lorsque le reeést le centre de gravité de la variable aléatdire

5.3 Espérance mathématique et variance d’une variable aléaire ayant densité

Définition 5.3.1 Soit X une variableX a densité de probabilit¢x de domaine de définitioR, on a

1. 'espérance mathématique ou la moyenne de la variablgtaile X, notéeE(X ), est le moment d’ordre 1 de
X par rapport a 0 donné par

E(X) = My (X) = / ().

D

2. la variance de la variable aléatoir&, notées?(X) := Var(X), est le moment d’ordre 2 d& par rapport a
sa moyenn& (X)) donnée par

7(X) = Ma(X ~ B(X)) = [ (¢~ ECO)? fc(t)dr
D

Propriété 5.3.1 Soit X une variableX a densité de probabilit¢ x de domaine de définitioP, alors on a

o*(X) = E(X?) - (E(X))?,

OUE(X?) = / £ F(t)dt.

D
Démonstration. Pour toutt € D, on a
(t— E(X))? = t* — 2E(X)t + (E(X))?,

alors(t — E(X))2fx(t) = t2 — 2E(X)t + (E(X))? fx (1),
Par passage a l'intégrale, on obtient

Le=ERix0n = [ (s =200 + EBEXOP Lo
= [ eictiar - 2200 [ trxde+ @0 [ feod
D D D
= /DthX(t)dt—QE(X)E(X)+(E(X))2

carE(X) = [tfx(t)dtetl = [ fx(t)dt.
Finallement, on obtient
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Exemple 5.3.10n considére la variable aléatoir& de densité de probabilitéx donnée par

t si telo,1],
fx(t){ —t+2 si te]l,2],

E(X):/OQth(t)dt:/Olt2dt+/12t(2—t)dt:é—k(3—%) = 1.
1

2 1 2 1 14
E(XQ):/ thX(t)dt:/ t3dt+/ t2(2 —t)dt = = + M_oBY_T

+oo 1
Var(X) = / 2 fx(t)dt — (B(X))? = g —12 = 5 = 0.1667.
L’ écart-type de la variable aléatoire réell& dont la densitéf x est donnée par

La fonction densité fX

0.9r

0.8

0.7

0.6

05r

£

0.4

0.3r

0.2

0.1r

o(X) = v/Var(X) = \/g = 0.4082.

5.4 Coefficient d’'asymeétrie et coefficient d’aplatissement

Définition 5.4.1 Soit X une variable aléatoire réelle ayant une densité d’espéeahe- E[X]| et de variance, =
Var(X).
1. On appellecoefficient d’asymétrie(skewnesgde la variable aléatoireX, notév; (X), le coefficient donné par

I'expression
1

&
2. On appellecoefficient d’aplatissement(kurtosig de la variable aléatoireX , notév,(X), le coefficient donné
par I'expression

71(X) /D (t — €)3 fx (t)dt.

1

Yo(X) = F

/ (t — & fx(t)dr.
D
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Chapitre 6

Lois de probabilité usuelles : discretes et
continues

6.1 Loi conjointe et lois marginales de variables aléatoirereelles

Définition 6.1.1 1. Nous choisirons systématiquement comme Basebase canonique dB™ et nous écrirons
X = (X17X27"' 7Xn)

2. La loi de probabilité deX est appelée ldoi conjointe du systéme(X1, Xs,...,X,,). Les lois des variables
aléatoiresX; sont appelées ldsis marginales du systeme

6.1.1 Exemple d'un couple de variables aléatoires réelles

Le cas d'un systéme de deux variables aléatoires réellgmagtulierement simple. lllustrons-le par un exemple.
SoitQ) = {a, b, c,d, e} et soitB une tribu de parties d@ dont les atomes sou, b}, {c}, {d}, {e}. On donne deux
variables aléatoires réellg§, et X, par le tableau suivant :

w alblcld]e
Xl(w) 0 0
Xow)lO|O|2]|2|1

—_
—_
[\]

et on considére le couple de variables aléatoires ré&lles(X, Xs).
Donnons-nous une probabilifé en posant

P({a.b}) = 5, P({e}) = P({d)) = P({e}) = ¢.

Il est commode de présent&r(€2) en un tableau dont chaque case représente un éléméhn(itle

X1
X, 0 1 2
0
1

2

Ainsi pourra-t-on présenter la loi conjointe en indiquant dans la cas€i, j) la probabilité

P([X = (i,4)])-
Déterminons cette loi
D’ou la loi conjointe, présentée en tableau
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Valeurs deX (i,j) | éventualités formanX = (i, ;) | Probabilité deX = {i, j}
(0,0) a,b %
(0, 1) ] 0
(0,2) 0 0
(1,0) 0 0
(1,1 ¢ Z
(1,2) d 2
(2,0) ] 0
(2,1) e g
(2,2) ] 0

X1
X, 0 1 2
0 3 0 0 — total 5
1 0 Z Z — total
2 0 = 0 | — total;
3 \ \
total § | total { | total ;
6.1.2 Déterminons maintenant les lois marginales
1
P(X1=0)) = P{ab}) =3
1
P(X1=1]) = P(ed}) =3
1
P(Xi=2) = P({e}) =7
1
P([X; =0]) = P({a,b}) = 3
1
P([X;=1]) = P({ce}) = 3

P([X2=2]) = P({d}) =

On peut remarquer que ces probabilités se trouvent sur lleatalsi on effectuejans les margesles sommes des
probabilités inscrites dans une méme ligne ou colonne (& owmloi marginale).
Quoi d’étonnant a cela puisque, par exemple

(X1 =1 =[X=1L0JulX =(11UX=(1,2)]

et que les trois événements ainsi réunis sont deux a dewxndss)

6.2 Loi uniforme continue sur (a, b)

Définition 6.2.1 Une variable aléatoireX est diteuniforme ou équirépartie sur (a, b) avech > a, si sa densité de
probabilité a pour expression :
1 -
, Sl te a, b )
fx(t) = { bma € (@b)

0, sinon
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On peut calculer I'espérance mathématigue ou la moyennettevariable aléatoire, sa variance et son écart-type :
1. L'espérance mathématique :

b b
E(X):/ th(t)dt:/ bfadt:a;b.

2. Lavariance :

b—a 3

(b—a)’
12

b b 2 2 2
t b+b
E(XQ):/ thX(t)dt:/ g=L Oy

var(X) = B(X?) — (B(X))* =

3. Lécart-type :

(b—a)® b—a
o(X)=+/Var(X) = TR ek

4. Distribution d’'un nuage de points par une loi uniforme :

Tirages de la loi uniforme sur [-T,1]

. . . .
0 200 400 600 800 1000

6.3 Loide Poisson

Définition 6.3.1 Soit(£2, 7, P) un espece probabilisé.
Une variable aléatoireX a une loi de Poisson de parameétkeréel positif si les valeurs de cette variable sont les
entiers positifs et si les probabilités associées sont :

/\k
P(k;\) = P(X = K]) = e 57
C’est-a-dire que
) X:Q—N
ii) Pourtoutk > 0, la probabilité de I'événemen = k] est

P(k;\) = P([X =k]) = eA%T

Propriété 6.3.1 Soit(2, 7, P) un e.p. etX une variable aléatoire ayant la loi de Poisson de paramatréel positif.
Alors on a

1. p=FE[X]=A,
2. VarlX) =c%(X) = A\
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6.4 Loi normale N'(i, %) ou v.a. gaussienne

Définition 6.4.1 1. Une variable aléatoireX a une loi normale réduite si elle a une densitééfinie par :

1 —t2/2
t) = — .
olt) = 5=e

On dit que c’est la loi normald/ (0, 1). La fonction de répartitiorl associée a la variabl&X' est définie par

1 r 2
I(z) = — et /th,
( ) V 2 /;oo
OU E[X] =0eto(X) = 1 est son écart-type.

2. Une variable aléatoir&” a une loi normale non-réduite si elle a une densitédéfinie par :

(1) = —

e*(t*u)2 /202 ]
\V2ro

On dit que c’est la loi normalé\V/ (11, 02). La fonction de répartitiorl] associée a la variablé est définie par

1 z 2 2
_ (=) /20° gy
€ 9

V 27TU /—oo

II(z)

ouu = E[Y] eto est son écart-type.

6.5 Valeurs numériques ddl(x)

x| O 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
II(z) || 0.5 0.54 | 0.579| 0.618| 0.655| 0.692 | 0.726 | 0.758 | 0.788 0.816
x || 1.0 11 1.2 1.3 14 15 1.6 1.7 1.8 1.9
II(z) || 0.841| 0.864| 0.885| 0.903| 0.919| 0.933 | 0.945 | 0.955 | 0.964 0.971
x| 2.0 2.2 2.4 2.6 2.8 3.0 3.3 3.6 4.0 4.5
II(z) || 0.977| 0.986| 0.992| 0.995| 0.997| 0.9986| 0.9995| 0.9998| 0.99996| 0.999997

Exercice 6.5.1

095}
0ot
085}
0sf
g ot
ozt
065}
06}
055}

05
0

Valeurs numériques de la fonction N

.
0.5

.
15

1. Montrer quell(x) + II(—z) = 1.

. .
25 3

. .
35 4

4.5

2. SoitY la loi normale N (u, o). Montrer queX = @ est une variable aléatoire réduite.
3. Montrer que la fonction de densiféet la fonction de répartitiorf” associées sont données par :

fly) =

1

V2o

e~ (y=1)?*/20%

F(y) =1I((y —p)/o).
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Tirages de laloi gaussienne (var(X)=4,0=7)
T T T

Histogramme de laloi gaussienne (var(X)=4,0=7)
14 T T T T T

. . . .
0 1000 2000 3000 4000 5000

FIGUREG6.1 —Iciy = E(X) eto = V2.

6.6 Loi Gamma et loi Khi-deux : x?

6.6.1 Fonction Gammal :

Soitz € C un nombre complexe, on définit pour tout réel positifa fonction puissance — x* par

17 = &7 In(z)

Lemme 6.6.1 Soit 2 un nombre complexe. La fonctiagn— ¢*~le~t est intégrable suf0, +oo[ si et seulement si
Re(z) > 0.

Démonstration. La fonctiont — t*~te~t est continue suj0, +oo[ pour nombre complexe. Le lemme se démontre
a l'aide des théorémes de comparaisons du calcul intégdalsdiormules suivantes

|tz—le N t| _ tRe(z)—le—t ~0+ tRe(z)—l et |tz—1€ N t| _ tRe(z)—le—t SN O(e_t/2).
Définition 6.6.1 On appelle la fonctiolGamma, notéel’, la fonction

I': {z € C/ Re(z) > 0} — C définie par I'expression intégrale suivante :

+oo
I(z) = / t*~Le tdt.
0

D’une facon analogue, on définit la fonctidly par I'expression suivante :
(0%
Fa(z) = / t*~le~tat.
0
Exemple 6.6.1Poura > 0on a

(0%
Fua(l) = / = te tdt = [—e_t](o; =l—-e“—>1
0

lorsquear — +o00. D’'ou I'(1) = 1.

Proposition 6.6.1 on al'(z + 1) = 2I'(2).
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Démonstration.On al’,(z + 1) = foa t*e~tdt. Par une intégration par partie, on a
(03
Fo(z+1) = / t*le7tdt = —afe ™ 4 2Ty (2).
0

Ce qui implique
ITa(z 4+ 1) — 204 (2)] < af*Flem 5 0

lorsquea: — +o00. D’ou
I(z+1) ==2I'(2)

U
Corollaire 6.6.1 Pourn € N*, onal'(n + 1) = nl.
Démonstration. Pourn € N*, onal'(n+1) = nI'(n),I'(n) =(n—1)I'(n—1),...... et par recurrence on obtient
I'(2) = 1. D’ou
'n)=nx(n-1)...2x1=mnl
U

6.7 Lol Gamma

Proposition 6.7.1 Soita etd des réels strictement positifs, alors la fonction régllde variable réeller définie par

1 a_a—1 —0x
f@={ T@' " ¢

0, sinon

si x>0,

est une densité de probabilité d’une variable aléatcire

Démonstration. Pour touta etf > 0, pouré = 6z on a

+00 +oo +00
/ Hazcaflefexl{xw}da: = / 922 e 00 dy = / Yy leVdy =T'(a),
0 0

o0

d’ou le résultat. O

Définition 6.7.1 On dit qu’une variable aléatoireX suit laloi Gamma de paramétresa et oua etf > 0 et on
note X ~ I'(a,#) si X posséde la densité de probabilité

1 a a—1_—0x
f@)={ T@’ " ¢

0, sinon

si x>0,

En particulier, poura = 1 alors la variable aléatoireX ~ I'(1, 6) n’est que la loi exponentielle de parametre
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6.8 LoiBeta

Définition 6.8.1 Soientz etw deux variables complexes telles dre(z) > 0 et Re(w) > 0. On appelle fonction
béta, la fonction notées, définie par

Bz, w) = /O e e

L'(p)L'(q)

Proposition 6.8.1 Pourp > 0 etq > 0, on ag(p,q) = Tptq)
pTq

Démonstration. On noteV = {(z,y) € R? /2 >0, y > 0}.Ona
I'(p)l(q) = / oyt e Vdady
|4

Soit (p,t) €]0, +o0[x]0,1[= U etsoitd : U — V, ®(p,t) = (x,y) ouzx = pt ety = p(1 — t),
alorsU est la boule ouverte. Le jacobien deest :Jac(®) = —p # 0.
Ce qui montre qué est un diféomorphisme dé dansV'. Donc,

[t ey = [ i et | pldpds
Vv U
1 +00
= [eta-yra [ e,
0 0

D’ou
I'(pI(g) =T(+q9B{p,q), p>0, ¢>0
O

Proposition 6.8.2 Soientp et ¢ des réels strictement positifs, alors la fonction rééllee variable réeller définie
par

f(:p) _ mﬂ,‘p—l(l - l’)q_l, Si 0 S T S 17

0, sinon

est une densité de probabilité d’une variable aléatcire

Démonstration. Pour touta etf > 0, pouré = 6z on a

+oo - 1 1:Cp71 . o1 . 1
[ = o [t = o

d’ou le résultat. 0

B(p,q) =1,

Définition 6.8.2 On dit qu’une variable aléatoiré suit laloi Betade paramétre > etq > 0 eton noteX ~ 3(p, q)
si X posséde la densité de probabilité

b
fx) =9 Bp,9)

0, sinon

P71 —2)Th s 0<a <1,
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6.9 Loidu Khi-2 ot y?

Définition 6.9.1 SoientX7, ..., X, une suite de: variables aléatoires normales centrées réduites indéapetec.

On appelle loi duKhi-2 an degrés de liberté, notée?(n) la loi de la variables aléatoireX = Z X2
=1

Proposition 6.9.1 Soit X une variable aléatoire qui suit la loi dy?(n) an degrés de libertés. Alors

1. la loi de la variable aléatoirey?(n) est laloil" (£, 1) de densitéf () = 2%1}(71)1:%716*%1}0#00[(3:).
2

2. OnaE[x?(n)] = n eto?(x%(n)) = 2n.

6.10 Lois de Student et de Fisher-Snedecor

Définition 6.10.1 SoientX une variable aléatoire normale centrée réduiteYetine variable aléatoire de loi?(n)
indépendante d&. On appelle loi deStudent & n degrés de libertés, noté¢n), la loi de la variable aléatoire
T, =

=

T (n+1)
Proposition 6.10.1 1. la loi de la variable aléatoire(n) est la loi de densit§ (¢) = ( ) L .

2. L'espérance et la variance d'une variable aléatoire ded®nt sont

E[T,] =0 pourtoutn>1 et o(T,) = — 5 pourtout n > 2.
_

Définition 6.10.2 SoientX etY deux variables aléatoires indépendantes de igiset Xz%- On appelle loi deFisher

de parameétres. etp, notéeF;, ,, la loi de la variable ' =

5 s [

L'espérance et la variance d’une variable aléatoire deAgi, sont

E(F) = P pour tout p > 2,

2p%(n+p —2)
o(F) = our tout p > 4.
U= -2 P

6.11 Quelques lois de probabilités
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Loi Type | Probabilité ou Densité de probabilité(ddp) Moyenne Variance
Bernoulli D | P([X=0)=1-petP(X=1])=p D p(1 —p)
Uniforme D | P([X=i])=2pourl<i<n ntl 1
Binomiale D | P([X=i)=Cp(1—p)"‘pourl <i<n np np(l —p)
Géométrique| D | P([X =i]) = p(1 —p)" ' pouri =1,2,... ; =
Pascal D | P(X =1]) = C'7'pn(1 — p)i™ B e
Poisson D | P([X =4])=3%e*pourA>0eti=12,... A A
R a —a)?
Uniforme C | f(z) = b%ﬂ[a,b () bta (b12)
;. —ew? 9
Gauss C | f(x)= ¢ 2?2 pourz € R L o
Cauchy C | f(z)= W pourx € R non défini non défini
Gamma C | flz) = %x’“*l?f*x pourz > 0 k %
Exponentielle] C | f(z) = 22" le”a pourz > 0 eta > 0 a a?
7;2
Rayleigh C | f(z) = %e 202 pourz > 0 o\/3 oc?(1-12)
Laplace C | fla) = gealdl 0 %
2 C x L322 Te 20y, oi( n 2n
X f( ) 27F(%) _ 10,+ [( )
Student C (z) = 27 0 —fs pourn > 2
varr(z)(1+2) 2
Weibull C | f(z)=BaP e P(1+1) [T+ 2) - (B(X))?

TABLE 6.1 — Type :D = loi discréte ;C' = loi continue



